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Durch Jackson [I] wurde der Satz von Weierstrass fUr die polynomische
Approximation in quantitativer Hinsicht verscharft. Aligemeiner als Jackson
betrachten wir in dieser Arbeit beliebige Funktionensysteme in LP(a, b)
(1 ,;;; p < (0) bzw. C[a, b]. Wie tiblich beschreiOOn wir die Approximierbarkeit
mittels StetigkeitsmaBen und Differenzierbarkeitseigenschaften; nach einem Satz
von Bernstein [3], p. 40-43 kann namlich die quantitative Approximierbarkeit
eines Elementes f aus einem Banach-Raum nur mittels eines MaBes beschrieben
werden, welches von f abhiingt. Damit fUr L~(a, b) (1 ,;;; p < (0) bzw. Ck[a, b]
beztiglich eines vorgegebenen Funktionensystems ein Satz vom Jackson-Typ
gilt, muB dieses dicht sein in LP(a, b) (1 ,;;; p < (0) bzw. C[a, b] und die Funk­
tionen ho, h, ,... , hk (hK(x): = x") enthalten. Diese notwendigen Bedingungen
sind bemerkenswerterweise bereits auch hinreichend.

Aufgrund dieser Dberlegungen ist es sinnvolI, nach expliziten Approximier­
barkeitsaussagen fUr die von Miintz [2] betrachteten Funktionensysteme {xAi}.f'
zu suchen, sofern dafUr das von Miintz bewiesene Dichtheitskriterium erftillt ist
und die Zahlen 0, 1,..., k in der Exponentenfolge {Ai}.f' vorkommen. Door die
Herleitung solcher Satze vom Miintz-Jackson-Typ solI in einer spateren Arbeit
berichtet werden.

1. STETIGKEITSMASSE, STECKLOV-FUNKTIONEN

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf die Raume LP(a, b)
(I <,p < 00) bzw. C[a,b] (-00 < a < b < 00). A]s Norm verwenden
wir fUr /E U(a, b) (I <, p < 00)

(
1 b lip

11/11:1':= b _ a Ja I f(x)IP dX)

bzw. fUr / E C[a, b]

11/1100 := max{1 I(x) I Ix E [a, b]}.

* Die vorliegende Arbeit wurde von A. Schonhage angeregt. FUr sein Interesse an ihrem
Fortgang sowie seine zahlreichen fOrdernden Hinweise sei ihm herzlich gedankt.
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In LP(a, b) (1 ~ p < (0) betrachten wir die Teilraume

L"( b)'= \LP(a, b), falls k = 0
k a, . IUlfabsolut stetig in [a, b],f' E L%-l(a, b)}, falls k ~ I

bzw. in qa, b] die Teilraume

C [ b]'= I· qa, b], falls k = 0
k a, . Ulfdifferenzierbar in [a, b],f' E Ck-1[a, b]}, falls k ~ 1.

Dann bezeichne X~ fUr 1 ~ P < 00 die Menge Lf(a, b) und fUr p = 00

die Menge Ck[a, b].
Mit dem durch

(T"g)(x) := g(x + u)

gegebenen Shiftoperator T" definieren wir fUr f E X~ und t ~ 0 als Stetigkeits­
modul von f den Ausdruck

Timan [3], p. 94 folgend seifauBerhalb [a, b](b - a)-periodischfortgesetzt,
falls fE U(a, b) (1 ~ p < (0), bzw. auBerhalb [a, b] stetig konstant fort­
gesetzt, falls fE qa, b]. Nach [3], p. 96-103 gilt fUr den Stetigkeitsmodul
folgender

HILFSSATZ I. Fur f E xg ist wi!. t) stetig in [0, (0).

Jeder Funktion fE X% kann man fur h > 0 eine Funktion Sh!E Xf+l
zuordnen, die in einem gewissen Sinne "nahe" beifliegt und deren Abstand
mittels des Stetigkeitsmoduls abgeschatzt werden kann:

SATZ 2. Sei f E X% und heine positive Zahl. Fur die durch

1 fll(SIlf)(X) := Ii (T"f)(x) du
o

definierte Stecklov-Funktion Sh! zu f gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) SllfE X:+l
(ii) II(Sllf - f)(kl II" ~ W,i!(k), h)

(iii) II(SIlf)(k+l) II" ~ ~ w,,(fkl, h)
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Beweis. (i) ist unmittelbar einzusehen. Wegen

(S,J)(k)(X) = ~r(T,.f(kl)(X) du
o

ist

Aus (2) ergibt sich

II(S,.!)lk+l) lip = ~ II Thf(k) - flk) lip ~ ~ Wp(f(k), h).

(ii) beweisen wir nur fUr den Fall 1 ~ p < 00. Mit (I) folgt

(I)

(2)

und daraus weiter

1 h( 1 Jb )~ -J -- I f<k)(X + u) - f<k)(X)JP dx du
h 0 b-a a

~ wp(f(k), h)P.

2. PRAKOMPAKTHEIT UND GLEICHMAsSIGE ApPROXIMIERBARKEIT

Sei Rein metrischer Raum und IF eine Teilmenge von R. Dann ist IF
priikompakt, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele.h ,... ,fn E R gibt, so daB

n

U U(f." €)
v-I

die Menge IF iiberdeckt.
Der folgende Satz beinhaltet die Siitze von Arzela-Ascoli und Kolmogoroff­

Riesz (vgl. [3], p. 93-94), durch die priikompakte Mengen in C[a, b] bzw.
U(a, b) (I ~ p < (0) charakterisiert werden:
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SATZ 3. Sei IF eine Teilmenge von xt. IF ist genau dann priikompakt, wenn
IF beschriinkt ist und fur

lim wv(lF, t) = 0
t..,o

gilt.

DEFINITION.

IF~ := {fE X:+1 lllf(k+l) Ilv ~ I}

It~:= {fE IF~ If(KJ(a) = 0 (K = 0, 1,..., k)}

SATZ 4. Die Mengen IF: ~ xt sindprakompakt.

Beweis. Fur f E lFi folgt aus

f(kJ(X) = rf(k+1)(t) dt
a

die Abschatzung
Ij<kJ(x)1 ~ (b - a)

und hieraus
II f(kJ Ilv ~ (b - a). (3)

Es genugt deshalb zu zeigen, daB IFg prakompakt ist, denn fUr k ?: 1 gilt
wegen (3) die Inklusion

iF: ~ (b - a) IFLI .
Aus (3) folgt die Beschranktheit von iFg.

Wegen

f"'+h
f(x + h) - f(x) = j'(u) du

'"
gilt im FaIle 1 ~ p < 00 fUr h > 0 die Abschatzung

1 fb 1 fb (f"'+h )Pb- a a If(x + h) - f(x)IP dx ~ b _ a a '" jj'(u)j du dx

1 fb (f"'+h )(f"'+h )P/q
~ b _ a a '" 1j'(u)\Pdu '" du dx

= hv /
q b ~ a f: (f:+h I j'(u)\P dU) dx

= hv /q~ fb Ij'(u)\P (fU dX) du
b a a u-h

= hv b ~ as: 1j'(u)\Pdu ~ hV
;
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also ist
w,P{J, t) ~ t (1 ~ p < 00).

Letzteres gilt trivialerweise aueh im FaIle p = 00. Aus Satz 3 folgt dann die
Prakompaktheit von IFg .

Sei U1 ~ U2 C ... C Reine aufsteigende Folge endlich-dimensionaler
Unterraume eines normierten Raumes R und IF eine Teilmenge von R. Dann
heiBt IF gleiehmaBig approximierbar (bzgl. der Un), wenn IF besehrankt ist
und fUr den Approximationsgrad S(IF, Un) := SUP/dO S(J, Un) von IF bzgl.
Un limn->oo o(lF, Un) = 0 gilt.

Der folgende Satz aus [3], p. 44 besagt, daB in gewissen Hillen Priikom­
paktheit und gleiehmaBige Approximierbarkeit aquivalent sind:

SATZ 5. 1st U1 C U2 C ... C Reine aufsteigende Folge endlich-dimen­
sionaler Unterriiume eines normierten Raumes R und die Vereinigung der Un
dicht in R, so ist IF C R genau dann gleichmiijJig approximierbar, wenn IF
priikompakt ist.

3. DER ALLGEMEINE JACKSON-SATZ

Fur die Uberlegungen dieses Abschnitts setzen wir voraus, daB
U1 ~ U2 C ... C xg eine aufsteigende Folge endlieh-dimensionaler Unter­
raume von xg ist. U bezeiehnet im folgenden die Vereinigung aIler Un
(n = 1,2,...).

Der folgende Satz gibt notwendige Bedingungen dafUr an, daB fUr X% bei
Approximation durch die Unterraume Un (n = 1,2,...) ein Satz vom
Jackson-Typ gilt:

SATZ 6. Sei c eine positive Konstante und {Yn};' eine Nullfolge, so dajJ fur
aile f E X% die Abschiitzung

(n = 1,2,...) (4)

gilt. Dann gehOren die Funktionen ho , hI'"'' hk (hix) = x") ZU Un
(n = 1,2,...), und U ist dicht in xg .

Beweis. Da fUr 0 ~ K ~ k wih<j'l, t) - 0 ist, folgt aus (4) o(hl< , Un) = 0
und somit hI< E Un, da Un abgeseWossen ist. Weiter gilt nach Hilfssatz 1
fUrfEXr

(n ---+ 00).

Foiglieh ist jedes fE X% durch Funktionen aus U approximierbar, d.h. es
gilt X% C V, und somit ist U dieht in xg .
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Die in Satz 6 genannten notwendigen Bedingungen sind bemerkens­
werterweise auch hinreichend flir die Giiltigkeit eines Satzes vom Jackson­
Typ:

SATZ 7. GehOren ho , hI"'" hk (h,lx) = xK) ZU Un (n = 1,2,...) und ist U
dieht in X:, folgt

(i) 'TJK.n: = 8(1F~, Un) ---* 0 (n ---* (0) (K = 0, 1,... , k).

(ii) Fur aile f E X: gilt im Faile k = 0

8(f, Un) <; (1 + 'TJ°hn) wif, h) (n = 1,2,...)

bzw. im Faile k ;? 1

(n = 1,2,...).

Dabei bedeutet heine beliebige positive Zahl. Wiihlt man speziell h = 'TJO.n
bzw. h = 'TJk.nl'TJk-l.n , so gilt fur aile f EX: im Faile k = 0

(n = 1,2,...)

bzw. im Faile k ;? 1

8(1, Un) <; 2'TJk-l.nW p (!(k>; 'TJk.n )
'TJk-l,n

(n = 1,2,...).

Bemerkung. Die Abschatzungen des Satzes 7 sind scharf flir die Klasse
IF~ bis auf den Faktor 2.

Beweis. (i) Nach Taylor gilt flir f E IF~ (0 <; K <; k)

(5)

mit

K !(v)(a)
PK(x) = L -,- (x - a)v.

•=0 v.

Aufgrund der Voraussetzungen ist PK E Un; femer ist der zweite Summand in
(5) eine Funktion aus IF~. Deshalb ist

woraus sich
(6)
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ergibt. Da nach Satz 4 iF: prakompakt ist, folgt aus (6) mit Hilfe von Satz 5

'YJK.n = 8(iF~, Un) ~ 0 (n ~ (0).

(ii) IstfE X~ ,so gelten nach Satz 2 fUr die Stecklov-Funktion

I h

(Shf)(X) = Ii 50 f(x + t) dt

die Beziehungen
(7)

und

(8)

Wir konnen nun annehmen, daB w 1J(f(kl, h) > 0 ist, da sonstffast iiberall
mit einem Polynom vom Grade <k iibereinstimmen wiirde und somit
8(f. Un) = 0 folgte. Nach (8) gilt dann

[hjw 1J(f(kl, h)](SJ) E lF~ ;

also ist

8(Shf. Un) <kwif(k), h) 'YJk,n .

Aus (7) folgt im Falle k = 0

8(f - Shf. Un) < wif. h).

Daraus ergibt sich mit (9)

8(f. Un) < 8(f - Shf. Un) + 8(Shf. Un)

< (1 + 'YJ'h
n

) wif. h).

1m Falle k ~ 1 folgt aus (7)

W
1J
()kl, h) (f - Shf) E lFLl ;

also ist
8(f - Shf. Un) < w 1J(f(k), h) 'YJk-l,n'

Aus (9) und (10) ergibt sich dann

8(f. Un) < 8(f - Shf. Un) + 8(Shf. Un)

< ('YJk-l.n + 'YJj;n ) w1J(f(k), h).

(9)

(10)
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