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Durch Jackson [1] wurde der Satz von Weierstrass fiir die polynomische
Approximation in quantitativer Hinsicht verscharft. Allgemeiner als Jackson
betrachten wir in dieser Arbeit beliebige Funktionensysteme in L*(a, b)
(1 < p < ©) bzw. Cla, b]. Wie iiblich beschreiben wir die Approximierbarkeit
mittels StetigkeitsmaBen und Differenzierbarkeitseigenschaften; nach einem Satz
von Bernstein [3], p. 40-43 kann nimlich die quantitative Approximierbarkeit
eines Elementes f aus einem Banach-Raum nur mittels eines Mafes beschrieben
werden, welches von f abhidngt. Damit fiir Li(a, b) (1 < p < ) bzw. Cila, b]
beziiglich eines vorgegebenen Funktionensystems ein Satz vom Jackson-Typ
gilt, muB dieses dicht sein in L?(a, b) (1 < p < ) bzw. Cla, b] und die Funk-
tionen hy, hy,..., hy (hd{x):= x*) enthalten. Diese notwendigen Bedingungen
sind bemerkenswerterweise bereits auch hinreichend.

Aufgrund dieser Uberlegungen ist es sinnvoll, nach expliziten Approximier-
barkeitsaussagen fiir die von Miintz [2] betrachteten Funktionensysteme {xAs}°
zu suchen, sofern dafiir das von Miintz bewiesene Dichtheitskriterium erfiillt ist
und die Zahlen 0, 1,..., ¥ in der Exponentenfolge {A;}° vorkommen. Uber die
Herleitung solcher Siatze vom Miintz—-Jackson-Typ soll in einer spiteren Arbeit
berichtet werden.

1. STETIGKEITSMASSE, STECKLOV-FUNKTIONEN

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf die Ridume L?(a, b)
(I <p<w) bzw. Cla,b](—w < a < b < w). Als Norm verwenden
wir fiir fe L?(@a, b) (1 < p < o)

1l = (=g [ 1 fG )
bzw. fiir f € Cla, b]

1Sl := max{| f(x)| | x € [a, b]}.

* Die vorliegende Arbeit wurde von A. Schénhage angeregt. Fiir sein Interesse an ihrem
Fortgang sowie seine zahlreichen férdernden Hinweise sei ihm herzlich gedankt.
155

Copyright © 1973 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



156 FORST
In L*(a, b) (1 < p < o) betrachten wir die Teilrdume

L*(a, b), fallsk = 0

P P
Lia, b) := %{ S| f absolut stetig in [a, 8], f' € Li_4(a, b)}, falls k > 1

bzw. in Cla, b] die Teilrdume

C [a b] . /C[a, b], falls k =0
e g{flfdiﬁ"erenzierbar in [a, b, f' € Cy_4la, b1}, falls k > 1.

Dann bezeichne X% fiir 1 < p < oo die Menge LZ(a, b) und fiir p = oo
die Menge C,[a, b].
Mit dem durch

(T, 8)(x) = g(x + u)
gegebenen Shiftoperator 7, definieren wir fiir € X und ¢ > O als Stetigkeits-
modul von f den Ausdruck

w,(fit) = lilllgt | Tof — fliss

Timan [3], p. 94 folgend sei f auBerhalb [a, ] (b — a)-periodisch fortgesetzt,
falls fe L?a, b) (1 < p < o), bzw. auBerhalb [a, b] stetig konstant fort-
gesetzt, falls fe Cla, b]. Nach [3], p. 96-103 gilt fiir den Stetigkeitsmodul
folgender

HILFSSATZ 1. Fir fe X7 ist w,(f, t) stetig in [0, o).

Jeder Funktion f€ X? kann man fiir 4 > 0 eine Funktion S,fe X7,;
zuordnen, die in einem gewissen Sinne “nahe” bei f liegt und deren Abstand
mittels des Stetigkeitsmoduls abgeschitzt werden kann:

Satz 2. Seife X? und h eine positive Zahl. Fiir die durch

$NE) =7 [ (Tuf)e0) d

definierte Stecklov-Funktion S, f zu f gelten dann die folgenden Aussagen:

(i) SufeXin
@) 1(Saf — NP < wu(f9, h)

@) (S, < %wp(f ", h)
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Beweis. (i) ist unmittelbar einzusehen. Wegen
1 h
$NPE) = 5 [ (Tuf )(x) du
0

ist

1

(Spf) D = ; (Tof® — fuon,

Aus (2) ergibt sich

1 1
ISV Nl = U Taf® — F O, < g @o(f, h).
(i) beweisen wir nur fiir den Fall 1 << p < o0. Mit (1) folgt

GNP — 1@ = |5 [ 90+ ) — 7969 du |
1

1 13
= 5 [ 10+ u) — FR)12 du
0
und daraus weiter

1 b
5= | (GNP — fP) d

ilif: (= alef""(H u) — fR)|? dx) du

<
< wy(f®, hy?.

2. PRAKOMPAKTHEIT UND GLEICHMASSIGE APPROXIMIERBARKEIT

<[} 1m0 0= seora) [
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Sei R ein metrischer Raum und F eine Teilmenge von R. Dann ist F
prikompakt, wenn es zu jedem ¢ > 0 endlich viele f; ,..., f; € R gibt, so daB

O v, o

»=1

die Menge F iiberdeckt.

Der folgende Satz beinhaltet die Sdtze von Arzela-Ascoli und Kolmogoroff—
Riesz (vgl. [3], p. 93-94), durch die prdkompakte Mengen in C[a, b] bzw.

L?(a, b) (1 < p < o) charakterisiert werden:
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Satz 3. Sei [ eine Teilmenge von X . F ist genau dann prikompakt, wenn
F beschrinkt ist und fiir

wy(F, 1) := sup w,(f, ) lim w,y(F,t) =0
feF £-0
gilt.

DEFINITION.
Fii={feXRa lIf*V, <1}
F2:={feF2|f@W@)=0 («=0,1,.,k)}
SATz 4. Die Mengen 2 C X7 sind prikompakt.

Beweis. Fiir fe [? folgt aus
fO(x) = fwf(k+l)(t) dt

die Abschitzung
[fP) < (b —a)

und hieraus
If @, < (b — a. (3)

Es geniigt deshalb zu zeigen, daB [? prikompakt ist, denn fiir & > 1 gilt
wegen (3) die Inklusion

f2Cc®—afz,.

Aus (3) folgt die Beschréiinktheit von 2.
Wegen

c+h a
fat+h—f = [ fade  fir fef?
gilt im Falle 1 < p < oo fiir A > 0 die Abschitzung

1
b—a

[re+m—sera < g [ (7176 i) ax
S

a
— 3 —1_ 7 J‘: (J‘:Jrh FEOK dU) dx

pa ), 1w ([ ) a

1 b
= | 1F @ du < b

= hPle2

— h?
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also ist
w(f,i) <t fir fefd (1 <p< ).

Letzteres gilt trivialerweise auch im Falle p = oco. Aus Satz 3 folgt dann die
Prikompaktheit von .

Sei U;CU,C--CR eine aufsteigende Folge endlich-dimensionaler
Unterrdume eines normierten Raumes R und F eine Teilmenge von R. Dann
heiBt F gleichmiBig approximierbar (bzgl. der U,), wenn F beschrinkt ist
und fiir den Approximationsgrad o(F, U,) := supyser 6(f, U,) von F bzgl.
U, lim,.. 6(F, U,) = 0 gilt.

Der folgende Satz aus [3], p. 44 besagt, dal in gewissen Féllen Prikom-
paktheit und gleichmdBige Approximierbarkeit dquivalent sind:

Satz 5. Ist Uy CU,C -+ C R eine aufsteigende Folge endlich-dimen-
sionaler Unterrdume eines normierten Raumes R und die Vereinigung der U,
dicht in R, so ist F C R genau dann gleichmdpfig approximierbar, wenn F
prdkompakt ist.

3. DER ALLGEMEINE JACKSON-SATZ

Fiir die Uberlegungen dieses Abschnitts setzen wir voraus, daB
U,CU,C - CXJ eine aufsteigende Folge endlich-dimensionaler Unter-
riume von XJ ist. U bezeichnet im folgenden die Vereinigung aller U,
n=1,02..).

Der folgende Satz gibt notwendige Bedingungen dafiir an, daB fiir X% bei
Approximation durch die Unterrdume U, (n = 1,2,..) ein Satz vom
Jackson-Typ gilt:

SATZ 6. Sei c eine positive Konstante und {y,}; eine Nullfolge, so dap fiir
alle fe X% die Abschitzung

3(f, U <c @, (f®, y,) (n=12..) “

gilt. Dann gehiren die Funktionen hy,hy,...h (hdx) =x) zu U,
(n=1,2,.), und Uist dicht in X} .

Beweis. Dafir0 < « < k w,(h®, t) = 0 ist, folgt aus (4) 8(h., U,) = 0
und somit 4. e U, , da U, abgeschlossen ist. Weiter gilt nach Hilfssatz 1
fir fe X%

w,(f®,y) =0 (n—> ).

Folglich ist jedes f€ X§ durch Funktionen aus U approximierbar, d.h. es
gilt X2 C U, und somit ist U dicht in X J .
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Die in Satz 6 genannten notwendigen Bedingungen sind bemerkens-
werterweise auch hinreichend fiir die Giiltigkeit eines Satzes vom Jackson-

Typ:

Satz 7. Gehdren by, hy ..., by (B(x) = x)zu U, (n = 1,2,. ) und ist U
dicht in X¢, folgt

(1) N + = 3(”:?(’3 Un) —0 (ﬂ e OO) (K = 0, 1,..., k)
(i) Fiir alle fe X3 gilt im Falle k = 0
8, U <L+ BY () (1=1,2.)

bzw. im Falle k > 1

8/, Un) < (horn + B2 0,(fB, 1) (0= 1,2,.0).

Dabei bedeutet h eine beliebige positive Zahl. Wahlt man speziell h = %, ,,
bzw. b = My, u/M_1.n » SO gilt fiir alle f€ X, im Falle k = 0

8f, Un) < 204(fimo,n) (0 =1,2,..)

bzw.im Fallek > 1

8, Un) < 2ia gy (F95 22} (0= 1,200,

Nk—1,n

Bemerkung. Die Abschitzungen des Satzes 7 sind scharf fiir die Klasse
F% bis auf den Faktor 2.

Beweis. (i) Nach Taylor gilt fiir fe F? (0 < « < k)

T —_ t K
f(x) = P(x) + faf(x+1)(t)£x__’(_!__)_ dt (5)
mit
P(x) = z":]l‘;)g_a_) (x — a)y.

Aufgrund der Voraussetzungen ist P, € U,; ferner ist der zweite Summand in
(5) eine Funktion aus [?. Deshalb ist
F? = §£7 + linfhg ,..., ),

woraus sich i
8(F?, Uy) = 8(F, Uy) (6)
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ergibt. Da nach Satz 4 f? prakompakt ist, folgt aus (6) mit Hilfe von Satz 5
New = OFL, U) >0 (n— o).

(i) Istfe X7, so gelten nach Satz 2 fiir die Stecklov-Funktion

N = [ T+ o) de

die Beziehungen

(/= S )Pl < 0, (f %, 1) @]

und
SE, < 7 (£, B) ®

Wir kénnen nun annehmen, daB w,(f®, k) > 0 ist, da sonst f fast iiberall
mit einem Polynom vom Grade <k iibereinstimmen wiirde und somit
o(f, U,) = 0 folgte. Nach (8) gilt dann

[Afeo,(f ), BYSHS) € Fi 5

also ist
8(5uf; Un) < 3 (9, B) 7 ©
Aus (7) folgt im Falle £ = 0
8(f — Suf, Un) < wi(f, ).
Daraus ergibt sich mit (9)
8(f, Un) < 8(f — Suf, Un) + 8(Snf, Un)
< (1+ B2 o, .

Im Falle k¥ > 1 folgt aus (7)

m}l(—k),—h)(f—shf)e Fess

also ist
O(f — Sufs Un) < w,(f™, B) nyean (10)

Aus (9) und (10) ergibt sich dann
3(f, Un) < 8(f — Sufs Up) + 8(Suf; Uy)
< (m3am + ) w0y (£9, B
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